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Abstract.

Résumé.

The set of min-max functions F' : R" — R" is the least set containing coordinate
substitutions and translations and closed under pointwise max, nin, and function
composition. The Duality Conjecture asserts that the trajectories of a min-max function,
considered as a dynamical system, have a linear growth rate (cycle time) and shows
how this can be calculated through a representation of F' as an infimum of max-
plus linear functions. We prove the conjecture using an analogue of Howard’s policy
improvement scheme, carried out in a lattice ordered group of germs of affine functions
at infinity. The methods yield an efficient algorithm for computing cycle times.

Le théoreme de dualité pour les fonctions min-max

L’ensemble des fonctions min-max F : R" — R" est le plus petit ensemble de fonctions
qui contient les substitutions de coordonnées et les translations, et qui est stable par les
opérations 1min e! wax (point par point), ainsi que par composition. La conjecture de
dualité affirme que les trajectoires d'un systéme récurrent gouverné par une dynamique
min-max ont un taux de croissance linéaire (temps de cycle), qui se calcule a partir d’une
représentation de I comme infimum de fonctions max-plus linéaires. Nous montrons
celtte conjecture en utilisant une itération sur les politiques a la Howard, a valeurs dans
un groupe réticulé de germes de fonctions affines a Uinfini. On a ainsi un algorithme
efficace pour calculer le temps de cycle.

Version francaise abrégée

Nous munissons R" et ’ensemble des fonctions R” — R™ de I’ordre partiel usuel (composante par
composante). Les bornes sup et inf sont notées V et A, respectivement, Nous appellerons substitution
une application F': R" — R" de la forme F'(x); = 2, ol 7 est une transformation quelconque
de {1,...,n} (peut-étre non bijective). Une translation est une application de la forme: R" — R",
x — &+ u, avec u € R". L’ensemble des fonctions min-max est le plus petit ensemble de fonctions
R” — R™ contenant les substitutions et les translations, et qui est stable par les opérations binaires

V,A et la composition.

Note présentée par Pierre-Louis Lions.
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Les fonctions min-max comprennent les applications max-plus linéaires, (voir (4], [1], [15] et [7]),
qui sont de la forme G(z);, = maxi<j<,(Ai; + x;), A étant une matrice n X n a coefficients dans
R U {—oc}, avec au moins un coefficient fini par ligne. Elles comprennent aussi les applications
min-plus linéaires, définies dualement.

Comme les opérations V et A distribuent 'une par rapport a 1’autre, nous pouvons écrire toute
fonction min-max sous la forme (1), ou G et ‘H sont des ensembles finis d’applications max-plus et
min-plus linéaires, respectivement.

On appelle vecteur de temps de cycle de F la quantité (2), avec £(k) = F(&(k — 1)) pour k > 1
et £(0) = 2 € R". Quand elle existe, cette limite ne dépend pas du point initial «, car les fonctions
min-max sont non dilatantes (c’est-a-dire Lipschitz de constante 1) pour la norme-sup. Pour les
applications max-plus ou min-plus linéaires, I’existence et le calcul du temps de cycle sont explicités
dans [8]. Cela résulte de I’analogue max-plus de la théorie de Perron—Frobenius (voir par exemple [1],
§3.2.4, §3.7, [15] et [7] § 3.7).

Un ensemble S de fonctions min-max est rectangulaire si pour tous G, G’ € S, et pour tout
¢ = 1,...,n, la fonction obtenue en remplacant la i-eme ligne de G par celle de G’ appartient
encore 2 S. Nous noterons S la cloture rectangulaire (plus petit sur-ensemble rectangulaire) de S.
Evidemment, on peut prendre le sup ou I'inf sur la cloture rectangulaire sans changer la valeur
de I, ce qui donne (3). Comme les fonctions min-max sont monotones, on déduit aisément (4)
de (3), pour tout point d’accumulation X de la suite ;l x &(k). La conjecture de dualité, énoncée par
Gunawardena dans [8], affirme que les membres extrémes de (4) sont égaux. Elle entraine 1’existence
du temps de cycle x(F).

Nous définissons la relation d’équivalence sur RN, f ~ ¢ <= 3IK € N, Vi > K., f(k) = g(k).
Nous notons G I'ensemble des germes de fonctions affine en +oc, ¢’est-a-dire 1’image de ’ensemble
des fonctions affines par la projection canonique : RY — RY/ ~. Les lois usuelles V, A, +, X sur
R™ définissent des lois quotients sur RN/ ~. En particulier, (G,V, A, +) est un groupe (totalement)
ordonné en treillis. Nous notons w la classe d’équivalence de I'injection N — R, & — k. Un germe
1 € G s’écrit de fagon unique u = o+ aw, ol ¢, € R, et £(u) Lqestla partie linéaire de «. Ainst,
((342w)V(245w))A(—100+Tw) = 2+ 5w, car {(3+2k)V(2+5k)) A(-100+7k) = 2+ 5k, quand
k est assez grand. Le décalage 6 : RN — RN, #u(k) = u(k + 1) induit une application § : G — G,
f(a 4 aw) = ¢ + o + caw. Nous entendrons les notations 8,4, V, A, + aux vecteurs, composante par
composante. Une fonction min-max F' définit une application G® — G™, u — F o u, que nous
noterons encore F. Un vecteur propre généralisé de F' est un vecteur u € 6" tel que F(u) = fu. Si
1w = a+ aw, avec a.« € R, cela s’écrit comme en (5).

THEOREME. — Toute fonction min-max admet un vecteur propre généralisé.
COROLLAIRE. — Toute fonction min-max admet un temps de cycle.

COROLLAIRE. — La conjecture de dualité est satisfaite.

La preuve du théoréme, donnée dans [6], repose sur un argument d’amélioration des politiques
a la Howard. Elle fournit un algorithme efficace pour calculer le temps de cycle. La preuve de
convergence utilise un principe du maximum max-plus.

1. Min-max functions

We equip R" and functions R" — R™ with the usual (pointwise) partial order. The least upper
bound and greatest lower bound are denoted V and A, respectively. We call substitution a function
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